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1.-  La Media Aritmética  y la Desviación Típica de un conjunto de datos.-

· Consideremos el conjunto de puntuaciones totales que los alumnos/as de Andalucía de 3º de ESO han obtenido en la Prueba de Comunicación Lingüística en las recientes PED celebradas en el mes de Octubre 08.
· Sabido es que una buena descripción de las características de un conjunto de datos son las medidas de tendencia central y las medidas de dispersión.

· Como ejemplo de las medidas de tendencia central, se suele utilizar μ (mu) la Media Aritmética de los valores, que se obtiene sumando todos los valores y dividiendo por el número de valores.

· Como medida de la dispersión de un conjunto de valores se suele utilizar σ (sigma) la Desviación Típica, que nos indica en una distribución normal y en un conjunto cualquiera de datos, cómo de alejadas de la media aritmética se encuentran el conjunto de los valores. Su cálculo se obtiene mediante una fórmula que maneja la media cuadrática del cuadrado de las desviaciones de cada valor respecto a la media aritmética.

· En una distribución normal* (Campana de Gauss), el 68,26 % de los valores se encuentran en el intervalo de ± 1 desviación típica en torno a la media aritmética y el 95,44 % de los valores se encuentra en el intervalo ± 2 desviaciones típicas  en torno a la media aritmética.
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· Un conjunto de valores con menor desviación típica ofrecerá el aspecto de una campana de Gauss estrecha, mientras que si la desviación típica es mayor, su perfil será  más ancho y más bajo. 
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2.-  Comparación entre puntuaciones directas obtenidas en distintos pruebas

Supongamos que un estudiante es sometido a tres pruebas distintas, en tres áreas diferentes y obtiene las siguientes puntuaciones directas:

	             Competencia

Puntuación directa
	Conocimiento del Medio
	Matemáticas
	Lengua

	X
	80
	65
	75


Aparentemente podría parecer que la mejor puntuación del estudiante es la de Conocimiento del Medio  y la peor la de Matemáticas. Sin embargo, sería poco aconsejable apresurarse a tal conclusión, ya que existen varias razones por las que las puntuaciones directas pueden no ser comparables. Por ejemplo, puede que la prueba de Conocimiento del Medio haya sido muy fácil, con abundancia de puntuaciones elevadas, mientras que la de Matemáticas resultó ser extraordinariamente difícil. O  bien, que la prueba de Conocimiento del Medio se ha calificado sobre un total de 100 puntos y la de Matemáticas sobre 80 puntos. Las puntuaciones directas en sí suministran información sobre el número absoluto de puntos obtenidos, pero ninguna indicación acerca de la bondad del rendimiento, ni tampoco acerca de la bondad del rendimiento en comparación con el de los demás.

Supongamos ahora que conocemos, además, la media y la desviación típica de cada prueba:

	             Competencia

Estadístico
	Conocimiento del Medio
	Matemáticas
	Lengua

	(Puntación directa ) X
	80
	65
	75

	Media aritmética  μ
	85
	55
	60

	Desviación típica σ
	10
	5
	15


Esta información adicional cambia considerablemente el panorama. Si observamos las medias, podemos ver que la puntuación directa en Conocimiento del Medio no fue muy elevada pues los 80 puntos quedó por debajo de la media. Por el contrario tanto la puntuación  en Matemáticas como en Lengua superaron a la media. Es decir el resultado más pobre del estudiante fue  precisamente en Conocimiento del Medio.

Un observador poco reflexivo podría ahora deducir que la mejor puntuación  es la de Lengua, puesto que está 15 puntos por encima de la media, mientras que en Matemáticas solo   ha superado la media en 10 puntos. Sin embargo al analizar el valor de las desviaciones típicas, vemos que los 15 puntos en Lengua por encima de la media, suponen una desviación típica, mientras que los 10 puntos en Matemáticas por encima de la media suponen dos desviaciones típicas, lo que indica que es mucho mejor puntuación  la de Matemáticas que la de Lengua.

Ya vemos que las puntuaciones directas de 80, 65 y 75 puntos no son inmediatamente comparables directamente, pues proceden de distribuciones con media y desviaciones típicas distintas; por ello las unidades de medida no son las mismas de una prueba y otra.

Sin embargo esta dificultad puede soslayarse transformando las puntuaciones directas de cada prueba a una escala común, con una media y una desviación típica determinadas. Esta nueva escala, serviría como un “denominador común” que nos facilitaría comparar directamente las puntuaciones transformadas de diferentes pruebas. 

Permanecen en pie dos cuestiones:

· ¿Cómo cambiar las puntuaciones directas de manera que tengan las mismas medias y desviación típica?

· ¿Qué valores de la media y la desviación típica constituyen una útil selección para el “denominador común”

3.-  Reglas para transformar la media y la desviación típica

Supongamos que al profesor de Matemáticas del ejemplo anterior le remuerde la conciencia por la media tan baja que ha concedido y decide añadir 5 puntos a cada puntuación.

Puesto que se ha añadido una cantidad constante a cada puntuación (la misma para todos), no necesita calcular una nueva media por el procedimiento habitual, pues se demuestra con facilidad que al añadir 5 puntos a cada puntuación, la media se ha incrementado también en 5 puntos.

Así la media de las puntuaciones transformadas (simbolizada por μnueva ) será 60 puntos. Del mismo modo puede probarse que:

Si se sustrae un constante k de cada puntuación directa:

μnueva  =  μvieja   -  k

Si cada puntuación directa se multiplica por una constante k: 

μnueva  = k μvieja

Si cada puntuación directa se divide por una constante k:

μnueva  = μnueva / k 

En cuanto a la desviación típica, se demuestra fácilmente que su valor no cambia al sumar o restar una constate a cada una de las calificaciones, ya que no cambia la dispersión de la distribución.

Con respecto a la multiplicación y a la división de las puntuaciones directas individuales por una constante k puede demostrarse que: 

σnueva  = k σvieja                                                        o bien                    σnueva  =  σvieja / k       respectivamente.

Por ejemplo si añadimos 10 puntos a cada puntuación  de Conocimiento del Medio tendremos una nueva media de 95.  

Si multiplicamos por 4 cada puntuación directa de Conocimiento del Medio, tendremos una nueva desviación típica de  4x10 = 40

Mediante el mecanismo de sumar o restar una constante ó de multiplicar o dividir las puntuaciones directas por una constante, podemos hacer coincidir tanto las medias como las desviaciones típicas de distintas distribuciones de puntuaciones directas y de esta manera se pueden comparar dichas puntuaciones directas.

Por ejemplo, las puntuaciones directas de Conocimiento del Medio se pueden comparar con las de Matemáticas si hacemos una transformación en dichas puntuaciones directas:          
	Procedimientos
	Nueva Media   μnueva
	Nueva Desviación típica  σnueva

	1.-  Dividir por 2,0 cada puntuación directa de Conocimiento del Medio
	85/2 = 42,5
	10/2 = 5

	2.-  Añadir 12,5 a cada puntuación obtenida en el paso 1
	42,5 + 12,5 = 55
	5 (sin cambio)

	Mediante estos dos pasos conseguimos que tanto Conocimiento del Medio como Matemáticas tengan la misma media y la misma desviación típica


Cuando sometemos a estas dos transformaciones la puntuación directa de 80 en Conocimiento del Medio, obtenemos una puntuación transformada de 80/2 + 12,5 = 52,5 

Ahora vemos que con las puntuaciones transformadas la puntuación   de Conocimiento del Medio  (52,5) es inferior que la de Matemáticas (65)

4.-  Puntuaciones típicas (Z) 

Puesto que las técnicas discutidas en el apartado anterior facilitan el paso a cualquier nueva media y desviación típica, el siguiente paso lógico es elegir los nuevos valores de μnueva  y de  σnueva   que faciliten la comparación entre los datos 

Cuando se convierten las puntuaciones directas,  en otras con media = 0 y desviación típica = 1 estamos obteniendo las puntuaciones Z o puntuaciones típicas.

Estas puntuaciones tienen dos ventajas fundamentales:

1. Puesto que la media es cero, podemos decir a primera vista si una puntuación está por encima (las positivas) o por debajo (las negativas) de la media. 

2. Puesto que la desviación típica es 1, la magnitud  numérica de estos valores tipificados nos indican a cuántas desviaciones típicas por encima o por debajo de la media está dicho valor.

Para convertir un conjunto de puntuaciones directas en puntuaciones típicas, el primer paso consistirá en sustraer la media del conjunto de puntuaciones directas a cada una de las puntuaciones. Como veíamos anteriormente:

μnueva  =  μvieja   -  μvieja   = 0 , mientras que la desviación típica no ha cambiado 

Después del primer paso, cada puntuación obtenida se divide por la desviación típica original resultando:

σnueva  =  σvieja / σvieja   = 1     y la media sigue siendo 0

Luego en resumen  Z =  X – μ /  σ  
A continuación transformaremos en puntuaciones típicas las puntuaciones directas de nuestro alumno en las distintas pruebas 


	                     Competencia

Estadístico
	Conocimiento del Medio
	Matemáticas
	Lengua

	(Puntuación directa ) X
	80
	65
	75

	Media aritmética  μ
	85
	55
	60

	Desviación típica σ
	10
	5
	15

	Puntuación típica  Z
	(80-85)/10 = -0,5
	(65-55)/5 = +2,0
	(75-60)/= +1,0


Cuando las puntuaciones directas (originales) se transforman en puntuaciones Z, la forma de la distribución no se altera. Simplemente hemos medido desde un nuevo punto (la media en lugar de cero) con un nuevo tamaño de unidad (la desviación típica en vez de la unidad original)

5.-  Las puntuaciones transformadas (PT)

Las puntuaciones típicas tienen una desventaja: resultan difíciles de explicar a personas que están apenas iniciadas en Estadística. Un profesor, en un arranque de genio, decidió notificar las puntaciones  de una prueba en puntuaciones típicas. Inmediatamente sufrió el acoso de los angustiados estudiantes que no entendían que una puntuación típica Z de cero representa un rendimiento medio ¡y no precisamente un cero absoluto!, por no mencionar la agitación de todos los que recibieron calificaciones negativas que se preguntaban cómo podrían compensar al profesor los puntos que al parecer le debían.

Como la función del científico consiste en comunicar resultados de las pruebas a personas sin conocimientos estadísticos, se han desarrollado varias alternativas para sustituir las puntuaciones típicas. Tanto la media como la desviación típica de estas “puntuaciones derivadas” se han elegido de manera que todas ellas resulten positivas y que ambas sean razonablemente fáciles de recordar. Una de tales alternativas, las puntuaciones transformadas (PT) que se definen como un conjunto de puntuaciones con una media de 500 y una desviación típica de 100. Estas puntuaciones son las que se utilizan tanto en la pruebas PISA como en las pruebas de diagnóstico de la Actuación Prioritaria sobre las Pruebas de Evaluación de Diagnóstico (PED).

Para conseguir la puntuación transformada (PT) primero hay que transformar la puntuación directa en puntuación Z y después hay que multiplicar por 100 y hay que sumar 500

	PT= 100 Z + 500


	Conocimiento del Medio
	Matemáticas
	Lengua

	(Puntuación directa ) X
	80
	65
	75

	Media aritmética  μ
	85
	55
	60

	Desviación típica σ
	10
	5
	15

	Puntuación típica  Z
	(80-85)/10 = -0,5
	(65-55)/5 = +2,0
	(75-60)/15= +1,0

	Puntuación transformada PT

Usadas en PISA y en las Pruebas de Evaluación de Diagnóstico (PED)
	100x (-0,5) + 500 

= 450

(Nivel 3)
	100x(+2,0) + 500 

= 700

(Nivel 6)
	100x(+1,0) + 500

= 600

(Nivel 5)


Una puntuación transformada PT de 642 puntos es bastante buena porque representa 142 puntos ó 1,42 desviaciones típicas por encima de la media, mientras que una puntuación transformada PT de 450 puntos es mala puntuación porque representa 50 puntos o ½ desviación típica por debajo de la media.

A partir de las puntuaciones transformadas se pueden obtener los percentiles correspondientes, disponiendo de una tabla de percentiles (ver el Anexo a este escrito), y del nivel (de 1 a 6) que se otorga a cada puntuación según la tabla siguiente acordada en el marco teórico de las Pruebas de Evaluación de Diagnóstico (PED). 

6.-  El Nivel de las puntuaciones  
	Nivel de competencia
	Puntuación Transformada (PT)

	1
	≤366

	2
	367-433

	3
	444-500

	4
	501-567

	5
	568-634

	6
	> 634


7.-  Dictamen que da Séneca sobre los resultados 
Ha habido un cambio en el modelo de informe que facilita Séneca sobre los resultados del centro y del  alumnado. Tanto el año pasado como este año,  se establecen tres categorías distintas en función de los resultados obtenidos y aparece una leyenda que este año cambia en sentido positivo (creemos) respecto al año pasado,  según se aclara en la tabla que incluimos a continuación: 

	Niveles
	(Séneca) Aplicación 2007-08
	(Séneca) Aplicación 2008-09

	5 y 6
	1.-  Los resultados de la prueba sugieren que en el proceso de desarrollo de competencias el alumnado del centro destaca en los siguientes elementos:
	1.-  Los resultados de la prueba sugieren que en el proceso de desarrollo de competencias el alumnado del centro alcanza un nivel satisfactorio y destaca en los siguientes elementos: 

	3 y 4
	2.-  Los resultados de la prueba sugieren que el alumnado del centro parte de un nivel aceptable para el desarrollo de la competencia.
	2.-  Los resultados de la prueba sugieren que el alumnado del centro ha conseguido un desarrollo parcial de la competencia por lo que deben aplicarse las estrategias adecuadas para completarlo.

	1 y 2
	3.-  Los resultados de la prueba sugieren que en el proceso de desarrollo de competencias el alumnado del centro necesita mejorar en los siguientes elementos:
	3.-  Los resultados de la prueba sugieren que el alumnado del centro alcanza un nivel inadecuado en el proceso de desarrollo de la competencia y necesita mejorar en los siguientes elementos:


Sevilla, 14 de Noviembre de 2008

ÁREA ESTRUCTURAL DE EVALUACIÓN

SEVILLA

Anexo

TABLA DE PERCENTILES DE LA DISTRIBUCIÓN NORMAL N(500,100) EN FUNCIÓN DEL VALOR DE LA PT

	VALOR PT
	PERCENTIL
	VALOR PT
	PERCENTIL
	VALOR PT
	PERCENTIL
	VALOR PT
	PERCENTIL

	267,4
	1
	435,7
	26
	502,5
	51
	570,6
	76

	294,6
	2
	438,7
	27
	505,0
	52
	573,9
	77

	311,9
	3
	441,7
	28
	507,5
	53
	577,2
	78

	324,9
	4
	444,7
	29
	510,0
	54
	580,6
	79

	335,5
	5
	447,6
	30
	512,6
	55
	584,2
	80

	344,5
	6
	450,4
	31
	515,1
	56
	587,8
	81

	352,4
	7
	453,2
	32
	517,6
	57
	591,5
	82

	359,5
	8
	456,0
	33
	520,2
	58
	595,4
	83

	365,9
	9
	458,8
	34
	522,8
	59
	599,4
	84

	371,8
	10
	461,5
	35
	525,3
	60
	603,6
	85

	377,3
	11
	464,2
	36
	527,9
	61
	608,0
	86

	382,5
	12
	466,8
	37
	530,5
	62
	612,6
	87

	387,4
	13
	469,5
	38
	533,2
	63
	617,5
	88

	392,0
	14
	472,1
	39
	535,8
	64
	622,7
	89

	396,4
	15
	474,7
	40
	538,5
	65
	628,2
	90

	400,6
	16
	477,2
	41
	541,2
	66
	634,1
	91

	404,6
	17
	479,8
	42
	544,0
	67
	640,5
	92

	408,5
	18
	482,4
	43
	546,8
	68
	647,6
	93

	412,2
	19
	484,9
	44
	549,6
	69
	655,5
	94

	415,8
	20
	487,4
	45
	552,4
	70
	664,5
	95

	419,4
	21
	490,0
	46
	555,3
	71
	675,1
	96

	422,8
	22
	492,5
	47
	558,3
	72
	688,1
	97

	426,1
	23
	495,0
	48
	561,3
	73
	705,4
	98

	429,4
	24
	497,5
	49
	564,3
	74
	732,6
	99

	432,6
	25
	500,0
	50
	567,4
	75
	----
	100


NOTAS SOBRE EL MANEJO DE LA TABLA

· El percentil indica la proporción de centros de la muestra que tienen unos resultados inferiores a ese. Por ejemplo, el percentil 42 indicará la puntuación tal que el 42% de los centros ha obtenido una puntuación inferior a esa (en este caso, dicha puntuación sería 479'8).

· Lógicamente, al ser la media 500 y la distribución normal simétrica, el percentil 50 es 500 (la media)

· Nótese que la puntuación 600 (media + una desviación típica) está aproximadamente en el percentil 84, y la puntuación 400 (media

menos una desviación típica) está aproximadamente en el percentil 16.

*Es la forma que tiene la distribución de los valores, si el número de estos es suficientemente elevado.
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